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Résumé
On dénit un opérateur agissant sur des proessus stohastiques, qui étend la dérivation lassique sur les fontions
déterministes diérentiables. On utilise et opérateur pour dénir une proédure assoiant aux opérateurs diéren-
tiels et équations diérentielles ordinaires leurs analogues stohastiques. Elle est appelée plongement stohastique.
En plongeant les systèmes lagrangiens, nous obtenons une équation d'Euler-Lagrange stohastique, qui dans le
as des systèmes lagrangiens naturels est appelée équation de Newton plongée. Cette dernière ontient l'équation
de Newton stohastique introduite par Nelson dans sa théorie dynamique des diusions browniennes. Enn, on
onsidère une diusion à drift gradient, à oeient de diusion onstant et possédant une densité de probabilité.
On démontre alors qu'une ondition néessaire pour que ette diusion soit solution de l'équation de Newton
plongée, est que sa densité soit le arré du module d'une fontion d'onde solution d'une équation de Shrödinger
linéaire.
Pour iter et artile : A. Nom1, A. Nom2, C. R. Aad. Si. Paris, Ser. I 340 (2005).
Abstrat
Stohasti embedding of lagrangian systems. We dene an operator whih extends lassial dierentiation
from smooth deterministi funtions to ertain stohasti proesses. Based on this operator, we dene a proedure
whih assoiates a stohasti analog to standard dierential operators and ordinary dierential equations. We all
this proedure stohasti embedding. By embedding lagrangian systems, we obtain a stohasti Euler-Lagrange
equation whih, in the ase of natural lagrangian systems, is alled the embedded Newton equation. This equation
ontains the stohasti Newton equation introdued by Nelson in his dynamial theory of brownian diusions.
Finally, we onsider a diusion with a gradient drift, a onstant diusion oeient and having a probability
density funtion. We prove that a neessary ondition for this diusion to solve the embedded Newton equation
is that its density be the square of the modulus of a wave funtion solution of a linear Shrödinger equation.
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1. Dérivée stohastique dynamique
On note I :=]a, b[ où a < b et J := [a, b] l'adhérene de I dans R. Soit K un orps et d ∈ N∗. On se
donne un espae probabilisé (Ω,A, P ) sur lequel existent une famille roissante de tribus (Pt)t∈J et une
famille déroissante de tribus (Ft)t∈J . Suivant Yasue [6℄, on introduit la
Dénition 1.1 On note C
1
K
(J) l'ensemble des proessus X dénis sur J × Ω, à valeurs dans Kd et
tels que : X soit (Pt) et (Ft) adapté, pour tout t ∈ J Xt ∈ L
2(Ω), l'appliation t → Xt de J dans
L2(Ω) est ontinue, pour tout t ∈ I les quantités DXt = limh→0+ h
−1E[Xt+h − Xt | Pt], et D∗Xt =
limh→0+ h
−1E[Xt−Xt−h | Ft], existent dans L
2(Ω), et enn les appliations t→ DXt et t→ D∗Xt sont
ontinues de I dans L2(Ω).
Le omplété de C
1
K
(J) pour la norme ‖ X ‖= supt∈I(‖ Xt ‖L2(Ω) + ‖ DXt ‖L2(Ω) + ‖ D∗X(t) ‖L2(Ω)), est
enore noté C
1
K
(J), et simplement C1(J) quand K = R.
Les quantités D et D∗ sont introduites par Edward Nelson dans sa théorie dynamique des diusions
browniennes (f [4℄). Soit ι l'injetion ι :


C1(J) −→ C1(J)
f 7−→ ι(f) : (ω, t) 7→ f(t)
. On note : Pkdet := ι(C
k(J)).
Le problème d'extension onsiste à trouver un opérateur D : C1(I)→ C1
C
(I) satisfaisant :
(i) (Reollement) Dι(f)t =
df
dt
(t) sur Ω,
(ii) (R-linéarité) D est R-linéaire,
(iii) (Reonstrution) Si l'on note DX = A(DX,D∗X) + iB(DX,D∗X), où A et B sont des R-formes
linéraires, on suppose que l'appliation de R2 dans R2 : (x, y) 7→ (A(x, y), B(x, y)) est inversible.
L'opérateur D étend don la dérivation lassique (f (i)) en un opérateur linéaire (f (ii)) sur C1(J) et
la onnaissane de DX induit elle de DX et D∗X (f (iii)). On obtient :
Lemme 1.2 Les seuls opérateurs C
1(I)→ C1
C
(I) vériant (i), (ii) et (iii) sont :
Dµ =
D +D∗
2
+ iµ
D −D∗
2
, µ = ±1.
On ériraD := D1 et D := D−1. La dénition des itérés de D et D néessite l'extension de es opérateurs
aux proessus à valeur omplexe. Dans la suite, on étend D et D par C−linéarité aux proessus omplexes,
i.e. pour tous X,Y ∈ C1(J), D(X + iY ) = DX + iDY . . On note Cn(J) l'ensemble des proessus X ∈
C
1(J) tels que pour tout p ∈ {1, · · · , n}, DpXt existe en tout point de I. On donne à la dénition (3.1) un
ensemble Λ qui permet de montrer que C1(J) n'est pas trivial. En eet P1det  Λ ⊂ C
1(J) (f [2℄ p.26).
Le alul de Dp ombine de façon non triviale les quantités D et D∗. À titre d'exemple, on obtient sur
C
2(J), D2 =
DD∗ +D∗D
2
+ i
D2 −D2∗
2
. La partie réelle de D2 oïnide don ave l'aélération postulée
par Nelson omme quantité la plus pertinente pour dérire une notion d'aélération pour une diusion
brownienne (f [4℄ p.82).
2. Proédure de plongement stohastique
En utilisant D, on onstruit des analogues stohastiques d'opérateurs diérentiels non linéaires.
Dénition 2.1 (Plongement stohastique) On appelle plongement stohastique, relatif à l'extension Dµ,
d'un opérateur O qui sérit sous la forme : O = a0(·, t)+a1(·, t)
d
dt
+ · · ·+an(·, t)
dn
dtn
ave ai ∈ C
1(Rd×J),
n ∈ N∗, l'opérateur O = a0(·, t) + a1(·, t)Dµ + · · ·+ an(·, t)D
n
µ agissant sur C
n(J).
2
Un opérateur O érit sous la forme : O = d
dt
◦ a(·, t), a ∈ C1(Rd × J), est plongé en O = Dµ ◦ a(·, t)
agissant sur un sous-ensemble de C
1(J) dépendant de ertaines propriétés de a.
Un opérateur de la forme O = d
dt
◦ a(·, t) peut se réérire ∂xa(·, t)
d
dt
qui se plonge alors en ∂xa(·, t)D.
Ce dernier n'est égal à O = Dµ ◦ a(·, t) que dans ertains as (f [2℄ p.52). Cei montre en partiulier que
le plongement stohastique n'est pas une appliation, il dépend du hoix d'ériture de l'opérateur.
La notion de plongement d'opérateur s'étend de façon naturelle à elle de plongement d'équation
dénie par un opérateur O d'ordre n : O · (x, dx
dt
, · · · , d
kx
dtk
) = 0. On dénit l'équation plongée par :
O · (X,DµX, · · · ,D
k
µX) = 0 où X ∈ C
n+k(J). On s'oupe désormais du as lagrangien.
Dénition 2.2 On appelle lagrangien admissible une fontion L : Rd × Cd → C de lasse C1 en sa
première variable x et holomorphe en sa deuxième variable y, et réelle quand y est réelle. L'équation
d
dt
∂yL
(
x(t),
dx
dt
(t)
)
= ∂xL
(
x(t),
dx
dt
(t)
)
(1)
s'appelle équation d'Euler-Lagrange.
Lemme 2.3 Soit L un lagrangien admissible. Le plongement stohastique de (1) est donné par
D∂yL (Xt,DXt) = ∂xL (Xt,DXt) . (2)
On sait que l'équation (1) provient d'un prinipe de moindre ation (f [1℄ p.84). Existe-il un prinipe de
moindre ation stohastique permettant l'obtention de l'équation (2) ? Nous montrons dans [2℄ hap.7 que
tel est bien le as et on donne un lemme montrant la ohérene de la proédure de plongement vis-à-vis
des prinipes de moindre ation ainsi dénis.
3. Équation de Newton Plongée et équation de Shrödinger
Considérons le lagrangien admissible L(x, z) = 12 (z
2
1 + · · ·+ z
2
d)−U(x) où (x, z) ∈ R
d×Cd et U est une
fontion de lasse C1. L'équation (1) assoiée est l'équation de Newton
d2x
dt2
(t) = −∇U(x(t)). L'équation
de Newton plongée est alors
D2Xt = −∇U(Xt) (3)
et oïnide ave l'équation d'Euler-Lagrange plongée (2). On se propose d'étudier un résultat sur la densité
d'un proessus solution de ette équation.
On donne dans [2℄ p.24, suivant [3℄ et [5℄, un espae sur lequel nous pourrons aluler les dérivées du pre-
mier ordre D et D∗ et les dérivées du seond ordre D
2
, DD∗, D∗D et D
2
∗. Prenons I =]0, 1[. Soit (Wt)t∈J
un mouvement brownien standard dans Rd déni sur un espae probabilisé ltré (Ω,A, (Pt)t∈J , P ).
Dénition 3.1 On désigne par Λ l'espae des diusions X satisfaisant les onditions suivantes :
(i) X est solution sur J de l'EDS : dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt, X0 = X
0
où X0 ∈ L2(Ω),
b : J × Rd → Rd et σ : J × Rd → Rd ⊗ Rd sont des fontions mesurables vériant l'hypothèse : il
existe une onstante K telle que pour tous x, y ∈ Rd :
supt (|σ(t, x) − σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)|) 6 K |x− y| et supt (|σ(t, x)|+ |b(t, x)|) 6 K(1 + |x|),
(ii) Pour tout t ∈ J , Xt possède une densité pt(x) en x ∈ R
d
,
(iii) En posant aij = (σσ
∗)ij , pour tout i ∈ {1, · · · , n}, pour tout t0 > 0, pour tout ouvert borné
Ξ ⊂ Rd,
∫ 1
t0
∫
Ξ |∂j(aij(t, x)pt(x))| dxdt < +∞,
(iv) les fontions b et (t, x) →
1
pt(x)
∂j(akj(t, x)pt(x)) appartiennent à C
1(I × Rd), sont bornées et
toutes leurs dérivées du premier et seond ordre sont bornées.
3
On notera Λσ (resp. Λ
g
) le sous-ensemble de Λ formé par les diusions dont le oeient est onstant
égal à σ (resp. dont le drift est un gradient), et on pose Λgσ := Λσ ∩ Λ
g
.
Théorème 3.2 Soit X ∈ Λ et f ∈ C1,2(I × Rd) telle que ∂tf , ∇f et ∂ijf sont bornées. On obtient, en
adoptant la onvention d'Einstein sur la sommation des indies
(DXt)k =
(
b−
1
2pt
∂j(a
kjpt) +
i
2pt
∂j(a
kjpt)
)
(t,Xt), (4)
Df(t,Xt) =
(
∂tf +DXt · ∇f +
i
2
akj∂kjf
)
(t,Xt). (5)
On pose : S = {X ∈ Λd | D
2Xt = −∇U(X(t))}, et pour X ∈ Λ dont le drift est b et la fontion de
densité pt(x), ΘX = (R
+ × Rd) \ {(t, x), | pt(x) = 0}.
Si X ∈ Λgσ alors il existe des fontions R et S diérentiables sur ΘX telles que
DXt = (∇S+i∇R)(Xt) ar DXt =
(
b− σ
2
2 ∇ log(pt) + i
σ2
2 ∇ log(pt)
)
(Xt) et b est un gradient. On hoisit
R(t, x) = σ
2
2 ∇ log(pt(x)). Les fontions R et S sont également introduites par Nelson dans [4℄ p.107.
On pose A = S − iR et ΨX(t, x) = e
A(t,x)
σ2
.
Théorème 3.3 Si X ∈ S ∩Λgσ, alors pt(x) = |ΨX(t, x)|
2
et Ψ satisfait sur ΘX l'équation de Shrödinger
linéaire : iσ2∂tΨ+
σ4
2
∆Ψ = UΨ.
Démonstration. Des expressions ΨX(t, x) = e
A(t,x)
σ2
et R(t, x) = σ
2
2 ∇ log(pt(x)), on déduit
|ΨX(t, x)|
2 = pt(x). L'équation de Newton plongée peut s'érire D
2
Xt = −∇U(Xt) ar U est réel.
Or DXt = ∇A(t,Xt) = −iσ
2∇Ψ
Ψ (t,Xt). Don −iσ
2D∇ΨΨ (t,Xt) = −∇U(Xt) et ave (5) il vient
iσ2
(
∂t
∂kΨ
Ψ +DX(t) · ∇
∂kΨ
Ψ − i
σ2
2 ∆
∂kΨ
Ψ
)
(t,Xt) = ∂kU(Xt). Le lemme de Shwarz donne :
DX(t) · ∇∂kΨΨ = −
iσ2
2 ∂k
∑d
j=1
(
∂jΨ
Ψ
)2
, et ∆∂kΨΨ = ∂k
∑d
j=1
[
∂2jΨ
Ψ −
(
∂jΨ
Ψ
)2]
, et par onséquent :
iσ2∂k
(
∂tΨ
Ψ − i
σ2
2
∆Ψ
Ψ
)
(t,Xt) = ∂kU(Xt). En intégrant sur ΘX les fontions des deux membres de la
dernière équation, il apparaît des onstantes qu'on peut rendre nulles en ajoutant une fontion de t
onvenable dans S. Le résultat s'en déduit. 
La partie réelle de l'équation de Newton plongée oïnide ave l'équation de Newton stohastique
proposée par Nelson dans sa théorie dynamique des diusions browniennes ([4℄ p.83). Sa partie imaginaire
orrespond à l'équation (D2 −D2∗)X = 0. Nous onjeturons que ette dernière impose que le drift de X
doit être un gradient, et don qu'il n'est pas utile de le supposer dans le théorème (3.3).
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